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摘 要： 本文针对Ｈｏ提出的基于ＴＤＯＡ（ＴｉｍｅＤｉｆｆｅｒｅｎｃｅｏｆＡｒｒｉｖａｌ）与ＧＲＯＡ（ＧａｉｎＲａｔｉｏｏｆＡｒｒｉｖａｌ）信号源定位的代
数闭式解，提出两种偏差消减方法．首先对其闭式解偏差进行了推导，然后给出 ＢｉａｓＲｅｄ法与 ＢｉａｓＳｕｂ法两种偏差消减
算法，ＢｉａｓＳｕｂ法从Ｈｏ给出的解中直接减去期望偏差，ＢｉａｓＲｅｄ法通过分析误差表达方程并引入二次约束来提升定位估
计精度；分析表明两种方法均可针对远距离信号源，在较小高斯误差情况下有效消减定位偏差，ＢｉａｓＲｅｄ法可将偏差降
低到最大似然估计算法的水平；计算机仿真分析验证了所提算法的性能．
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１ 引言

信号源定位是雷达、声纳、传感网以及无线通信等

很多应用领域的重要研究问题［１～７］．基于传感器阵列的
信号源定位技术，采用空间分布的传感器节点来测量信

号源发射信号的直射或反射信号来定位，通过信号测量

来捕获定位参数信息如到达时间（ＴＯＡ）或到达时间差
（ＴＤＯＡ），然后通过这些信息推导出信号源位置，本文在
此考虑间接法中基于ＴＤＯＡ与到达增益比（ＧＲＯＡ）的联
合定位方法．

信号源定位法复杂度较低但难度较大，难度主要来

自定位参数与未知量之间的高非线性关系，解决非线性

的一种方法是在定位过程中采用迭代［８］，另外一种解决

非线性的方法是采用代数闭式解，代数闭式解更有吸引

力是因为它不是迭代算法，因此避免了局部收敛的问

题［９］．测量信息给出了明确的约束最小二乘解，当测量
误差为统计独立分布时最小二乘最小化可得到较好的

定位结果，但当误差相关时定位性能恶化；针对误差相

关的情况，文献［１］通过非线性转换给出了闭式解，在高
斯噪声环境下，当信噪比适当高时，无论是理论推导还
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是仿真分析，文献［１］给的解均可以达到克拉美罗下界
（ＣＲＬＢ）的精度，特别是信号源距离较远时，该闭式解已
应用到各领域并常常作为定位算法研究的性能比对基

准［１０］．
文献［１］中给出的原始闭式解对比 ＭＬＥ方法偏差

较大，此偏差是由加权最小均方（ＷＬＳ）运算中回归量以
及回归附属量之间的误差相关性引起的，当信噪比较

高或定位几何分布较好时，定位均方误差主要是方差，

偏差很小，但是当定位几何分布较差并信噪比较低时，

便不是这种情况了；此外，当今很多应用比如超宽带

（ＵＷＢ）通信允许在相对较短的时间周期内进行多个独
立的 ＴＤＯＡ测量与ＧＲＯＡ测量，并且多个结果可一起作
平均提升定位精度［１０］，但平均仅可以降低方差，无法降

低偏差；在跟踪情况下，不同瞬间的测量需要连贯整

合，偏差的存在是个众所周知的难题［１１］．因此，定位偏
差会限制在几何分布较差或当今定位和跟踪应用中的

性能．
为消除文献［２］中基于ＴＤＯＡ进行定位求解偏差问

题，文献［１２］在进行 ＷＬＳ最小化求解时对未知量进行
了约束并需要多次搜索．文献［１０］采用加权总体最小二
乘（ＷＴＬＳ）技术来解决回归量与回归从属变量之间的误
差相关性，虽然该方法减小了偏差，但估计方差比原始

解更大；文献［１３］也使用 ＴＬＳ技术进行 ＴＤＯＡ定位，文
献［１４］使用 ＴＬＳ技术进行了ＴＤＯＡ以及ＦＤＯＡ定位．

本文目标是解决文献［１］中基于 ＴＤＯＡ与 ＧＲＯＡ定
位的偏差过大问题，我们首先推导文献［１］中闭式解的
偏差，并给出减小偏差的两种方法．第一种方法记为
ＢｉａｓＳｕｂ法，采用经典方法在文献［１］的解中减去期望偏
差，ＢｉａｓＳｕｂ法有效，但它需要精确已知 ＴＤＯＡ与 ＧＲＯＡ
误差强度信息，这在实际应用中很难得知；第二种方法

记为 ＢｉａｓＲｅｄ法，创建基于 ＴＤＯＡ与 ＧＲＯＡ的定位求解
增广方程，并引入二次约束以减小偏差，ＢｉａｓＲｅｄ方法的
解仍是代数闭式解，不像ＢｉａｓＳｕｂ方法，它不需要知道误
差强度等信息，更为重要的是，ＢｉａｓＲｅｄ方法理论上针对
较远信号源，在高斯误差较小的情况下，所得解的均方

误差可到达ＣＲＬＢ精度，并且位置偏差非常接近ＭＬＥ方
法的偏差．

２ 闭式解及偏差分析

本文所采用定位场景是基于 Ｍ个感知节点所组成
的传感器网络面向固定待定位信号源的三维（３Ｄ）立体
定位，感知节点真实坐标用 ｓｉ＝［ｘｓ，ｉ，ｙｓ，ｉ，ｚｓ，ｉ］Ｔ表示，ｓ
＝［ｓＴ１，ｓＴ２，…，ｓＴＭ］Ｔ，待定位信号源的真实位置坐标用
ｕｏ＝［ｘｏｕ，ｙｏｕ，ｚｏｕ］Ｔ表示，定位场景沿用文献［１］所采用的
经典定位场景模型．所做研究基于以下假设条件：被定
位目标位置均固定不变；ＴＤＯＡ测量与 ＧＲＯＡ测量之间

相互独立，误差之间相互独立；被定位信号与噪声之间

相互独立，不同感知节点接收噪声之间相互独立，被定

位信号与噪声均为零均值的高斯随机过程；加性高斯

白噪声信道传播衰落系数用 ｎ表示，同一信号传输过
程不存在多径效应及干扰问题．
２１ ＴＤＯＡ及ＧＲＯＡ含义
２１１ ＴＤＯＡ含义

我们将信号到达不同节点 ｓｉ，ｉ＝２，３，…，Ｍ相对
于到达参考节点ｓ１的相对时间延迟定义为信号到达时
间差（ＴＤＯＡ），其测量值用 ｒｉ１来表示：

ｒｉ１＝ｒｏｉ１＋Δｒｉ１ （１）
其中 ｒｏｉ１为 ＴＤＯＡ的真实值，表示为：

ｒｏｉ１＝‖ｕｏ－ｓｉ‖－‖ｕｏ－ｓ１‖ （２）

Δｒｉ１为 ＴＤＯＡ的加性测量误差，‖‖表示欧几里
得范数计算．注意式（２）实际是到达距离差（ＲＤＯＡ），是
ＴＤＯＡ与信号传播速度 ｃ＝３×１０８ｍ／ｓ的乘积，本文中使
用ＲＤＯＡ与 ＴＤＯＡ时不进行区分．

ＴＤＯＡ测量矢量为：
ｒ＝ｒｏ＋Δｒ （３）

其中 ｒ＝［ｒ２１，ｒ３１，…，ｒＭ１］Ｔ，ｒｏ＝［ｒｏ２１，ｒｏ３１，…，ｒｏＭ１］Ｔ，Δｒ＝
［Δｒ２１，Δｒ３１，…，ΔｒＭ１］Ｔ为 ＴＤＯＡ零均值高斯误差矢量，
其协方差矩阵为 Ｑｒ，Ｑｒ＝ｃ２－１

ｒ，其中ｒ为ｒ的梯度
矩阵，由文献［１］可知：

ｒ＝
Ｔ
３πω

３ ＳＮＲ２
１＋Ｍ·ＳＮＲ（Ｍ·ＩＭ－１－１Ｍ－１１

Ｔ
Ｍ－１） （４）

其中，ＩＭ为Ｍ阶单位矩阵，Ｔ为信号观测时间，ω为信
号源发射信号带宽，ＳＮＲ为接收信号的信噪比，１Ｍ－１＝
［１，１，…，１］ＴＭ－１．
２１２ ＧＲＯＡ含义

我们将信号到达不同节点 ｓｉ，ｉ＝２，３，…，Ｍ相对
于到达参考节点ｓ１的相对强度比定义为信号到达增益
比（ＧＲＯＡ），其测量值用 ｇｉ１来表示：

ｇｉ１＝ｇｏｉ１＋Δｇｉ１ （５）
其中 ｇｏｉ１为ＧＲＯＡ真实值，表示为：

ｇｏｉ１＝‖ｕｏ－ｓｉ‖／‖ｕｏ－ｓ１‖ （６）

Δｇｉ１为ＧＲＯＡ的加性测量误差．则 ＧＲＯＡ测量矢量
为：

ｇ＝ｇｏ＋Δｇ （７）
其中 ｇ＝［ｇ２１，ｇ３１，…，ｇＭ１］Ｔ，ｇｏ＝［ｇｏ２１，ｇｏ３１，…，ｇｏＭ１］Ｔ，

Δｇ＝［Δｇ２１，Δｒ３１，…，ΔｇＭ１］Ｔ为 ＧＲＯＡ零均值高斯误差
矢量，其协方差矩阵为 Ｑｇ，Ｑｇ＝－１

ｇ，其中ｇ为ｇ的
梯度矩阵，由文献［１］可知：

ｇ＝
Ｔ
π
ω

ＳＮＲ２
１＋Ｍ·ＳＮＲ（Ｍ·ＩＭ－１＋

１－Ｍ·ＳＮＲ
１＋Ｍ·ＳＮＲ１Ｍ－１１

Ｔ
Ｍ－１）

（８）
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２２ 原始代数闭式解

文献［１］中的原始代数闭式解要求 ＭＮ＋２，其中
Ｎ为定位维数．定位过程需要分三步完成，本文总结如
下，推导具体细节参考文献［１］．
步骤１ 初始定位估计

φ１＝ ＧＴ１Ｗ１Ｇ( )１ －１ＧＴ１Ｗ１ｈ１ （９）
其中φ１＝［ｕＴ，ｒ１］Ｔ，

Ｗ１＝Ｄｏ－Ｔ１
Ｑｒ Ｏ
Ｏ Ｑ[ ]

ｇ

－１

Ｄｏ－１１ ，Ｄｏ－Ｔ１ ＝
Ｂｏ－１１ Ｏ
１
ｒｏ１
Ｂｏ－１１ －１ｒｏ１







Ｉ
，

Ｇ１＝

－２（ｓ２－ｓ１）Ｔ －２ｒ２１
 

－２（ｓＭ－ｓ１）Ｔ －２ｒＭ１
ＯＴ ｇ２１－１
 

ＯＴ ｇ－１Ｍ

















１

，ｈ１＝

ｒ２２１－ｓＴ２ｓ２＋ｓＴ１ｓ１


ｒ２Ｍ１－ｓＴＭｓＭ＋ｓＴ１ｓ１
ｒ２１


ｒＭ

















１

（１０）
Ｂｏ１＝２ｄｉａｇ｛［ｒｏ２，ｒｏ３，…，ｒｏＭ］｝ （１１）

则：

Ｗ－１１ ＝
Ｂｏ１ＱｒＢｏＴ１ Ｂｏ１Ｑｒ
ＱｒＢｏＴ１ Ｑｒ＋ｒｏ２１Ｑ

[ ]
ｇ

（１２）

因为 Ｂｏ１中包含了信号源的真实位置信息，但此信
息为未知待估计值，可通过对φ１进行初始估计得到

φ^１，则 Ｂｏ１的第 ｉ个对角元素可近似为

‖φ^１（１：Ｎ）－ｓｉ＋１‖．
步骤２ 定位结果优化

φ２＝ ＧＴ２Ｗ２Ｇ( )２ －１ＧＴ２Ｗ２ｈ２ （１３）
其中φ２＝（ｕ－ｓ１）⊙（ｕ－ｓ１），

Ｇ２＝
ＩＮ×Ｎ
１ＴＮ

[ ]
×１
，ｈ２＝φ１－

ｓ１[ ]( )０ ⊙ φ１－
ｓ１[ ]( )０
（１４）

Ｗ２＝Ｂ－Ｔ２ （ＧＴ１Ｗ１Ｇ１）Ｂ－１２ ，Ｂ２＝２ｄｉａｇφ１－［ｓ
Ｔ
１，０］{ }Ｔ

（１５）
在此⊙表示元素互乘运算符．

步骤３ 最终结果映射

最终定位结果为：

ｕ＝Ｕ φ槡 ２＋ｓ１ （１６）
其中：Ｕ＝ｄｉａｇ｛ｓｉｇｎ（φ１（１：Ｎ）－ｓ１）｝

３ 闭式解偏差消减算法

定位偏差的分析最高可到测量误差的二阶统计

量，这需要假设误差强度不是很大，因此高于二阶的误

差项可忽略不计，同时需要假设信号源距离感知节点

不是很近，以确保 Ｂ１对误差不敏感使得可以在求解过

程可近似 Ｂ１，得到定位偏差后，最直接也是最简单的一
种消减偏差方法便是直接从闭式解中减去近似偏差，

此方法称为偏差减除法（ＢｉａｓＳｕｂ），但该方法需要确切
可知 ＴＤＯＡ误差协方差矩阵 Ｑｒ以及ＧＲＯＡ误差协方差
矩阵 Ｑｇ，通常情况下，只有 Ｑｒ与Ｑｇ的结构可知，但确
切取值无法得到，因此偏差减除法并不实用．另一种方
法可通过较好途径得到第一步的解φ１来消减偏差，这

种方法我们称为偏差缩减法（ＢｉａｓＲｅｄ），ＢｉａｓＲｅｄ法对比
ＢｉａｓＳｕｂ法，不需要确切知道 Ｑｒ与Ｑｇ的内部取值，只需
要知道 Ｑｒ与Ｑｇ的结构，下面给出基于 ＴＤＯＡ与 ＧＲＯＡ
进行信号源定位ＢｉａｓＲｅｄ法的具体推导过程：

在式（１）两侧同时加上 ｒｏ１‖ｕｏ－ｓ１‖得到 ｒｉ１＋ｒｏ１＝
ｒｏｉ＋Δｒｉ１，两边平方忽略误差二阶项Δｒ２ｉ１得到：

２ｒｏｉΔｒｉ１ｒ２ｉ１－ｓＴｉｓｉ＋ｓＴ１ｓ１＋２（ｓｉ－ｓ１）Ｔｕｏ＋２ｒｉ１ｒｏ１
同样，对于ＧＲＯＡ，可得到：

Δｒｉ１－ｒｏ１Δｇｉ１ｒｉ１－（ｇｉ１－１）ｒｏ１
将 ｉ＝２，３，…，Ｍ时所有情况放在一起得到：

Ｂ１Δｒ

Δｒ－ｒｏ１Δ
[ ]ｇ ＝ｈ１－Ｇ１φｏ１ （１７）

其中 Ｂ１定义如式（１１）所示，ｈ１与 Ｇ１定义如式
（１０）所示，φｏ１是φ１的真实值．对下式进行最小化处理
将得到原始代数闭式解步骤１估计结果，如式（９）所示：

ε＝（ｈ１－Ｇ１φ１）ＴＷ１（ｈ１－Ｇ１φ１）

ＢｉａｓＲｅｄ法引入增广矩阵 Ａ以及矢量ｖ：
Ａ＝［－Ｇ１，ｈ１］，ｖｏ＝［φｏＴ１，１］Ｔ （１８）

则式（１７）可表示为：
Ｂ１Δｒ

Δｒ－ｒｏ１Δ
[ ]ｇ ＝Ａｖｏ （１９）

ε可表示为：

ε＝ｖＴＡＴＷ１Ａｖ （２０）
因 Ａ中含有测量误差，则可表示为：

Ａ＝Ａｏ＋ΔＡ （２１）
从 Ａ中减去ｈ１与 Ｇ１的真实值并忽略 ｈ１的二阶

误差项得到ΔＡ为：

ΔＡ＝
Ｏ（Ｍ－１）×Ｎ －２Δｒ珟Ｂ１Δｒ
Ｏ（Ｍ－１）×Ｎ Δｇ Δ

[ ]ｒ （２２）

其中，珟Ｂ１＝２ｄｉａｇ｛［ｒｏ２１，ｒｏ３１，…，ｒｏＭ１］｝
将式（２１）代入式（２０）得到待最小化的代价函数为：

ε＝ｖＴＡｏＴＷ１Ａｏｖ＋ｖＴΔＡＴＷ１ΔＡｖ＋２ｖＴΔＡＴＷ１Ａｏｖ
（２３）

上式中 ｖＴＡｏＴＷ１Ａｏｖ为理想代价函数，当 ｖ＝ｖｏ时取最
小值０；误差成分ΔＡ导致了代价函数ε，通过对ε取期
望得到平均代价函数，又因ΔＡ是零均值的，因此：

Ｅ［ε］＝ｖＴＡｏＴＷ１Ａｏｖ＋ｖＴＥ［ΔＡＴＷ１ΔＡ］ｖ （２４）
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上式中右边两项均非负且随 ｖ变化，Ｅ［ε］相对 ｖ最小
化时，第二项 ｖＴＥ［ΔＡＴＷ１ΔＡ］ｖ起引起偏差的主要作用．偏
差缩减法的思想便是在式（２４）中第二项 ｖＴＥ［ΔＡＴＷ１ΔＡ］ｖ
为常数的限制条件下对ε最小化，当 ｖ＝ｖｏ时Ｅ［ε］将得到
最小值０，因此我们通过以下方法找到 ｖ：

ｍｉｎｉｍｉｚｉｎｇｖＴＡＴＷ１Ａｖｓｔ：ｖＴΩｖ＝ｋ （２５）
其中Ω＝Ｅ［ΔＡＴＷ１ΔＡ］．一旦得到 ｖ，取其前（Ｎ＋１）个
元素并除以最后一个元素将得到φ１．

约束最小化问题可通过拉格朗日乘子λ以及辅助

代价函数ｖＴＡＴＷ１Ａｖ＋λ（ｋ－ｖＴΩｖ）来简单解决，辅助
代价函数相对 ｖ取导并令其为零得到：

（ＡＴＷ１Ａ）ｖ＝λΩｖ （２６）
对上式两侧前乘以 ｖＴ并且由 ｖＴΩｖ＝ｋ得到λ ＝
ｖＴ（ＡＴＷ１Ａ）ｖ／ｋ，这是需要最小化的代价，因此 ｖ的解
为拥有最小广义特征向量的（ＡＴＷ１Ａ，Ω）的广义特征
向量取值．

将式（２２）代入到Ω ＝Ｅ［ΔＡＴＷ１ΔＡ］，约束矩阵等
于：

Ω＝Ｅ［ΔＡＴＷ１ΔＡ］＝
ＯＮ×Ｎ ＯＮ×２

Ｏ２×Ｎ 槇Ω
[ ]

２×２

（２７）

其中，珦Ω ＝Ｅ
－２ΔｒＴ ΔｇＴ

（珟Ｂ１Δｒ）Ｔ Δｒ
[ ]Ｔ Ｗ１ －２Δｒ珟Ｂ１Δｒ

Δｇ Δ
[ ]{ }ｒ

令

Ｗ１＝
Ｗ１１｜（Ｍ－１）×（Ｍ－１） Ｗ１２｜（Ｍ－１）×（Ｍ－１）
Ｗ２１｜（Ｍ－１）×（Ｍ－１） Ｗ２２｜（Ｍ－１）×（Ｍ－１

[ ]
）

则：

珦Ω＝
ｔｒ［４Ｗ１１Ｑｒ＋Ｗ２２Ｑｇ］ ｔｒ［（－２珟Ｂ１Ｗ１１－２Ｗ１２）Ｑｒ］

ｔｒ［（－２珟Ｂ１Ｗ１１－２Ｗ２１）Ｑｒ］ ｔｒ［ＡＱｒ[ ]］

（２８）
其中 Ａ＝珟Ｂ１Ｗ１１珟Ｂ１＋Ｗ２１珟Ｂ１＋Ｗ１２珟Ｂ１＋Ｗ２２．

为推导方便，将 ｖ分割为：
ｖ＝［ｖＴ１ １×Ｎ，ｖ

Ｔ
２ １×２］

Ｔ

将 ＡＴＷ１Ａ分割为：

ＡＴＷ１Ａ＝
Ａ１１ Ｎ×Ｎ Ａ１２ Ｎ×２

ＡＴ１２ ２×Ｎ Ａ２２[ ]
２×２

则式（２６）可分割为

Ａ１１ｖ１＋Ａ１２ｖ２
ＡＴ１２ｖ１＋Ａ２２ｖ

[ ]
２
＝

ＯＮ×１

λ槇Ωｖ２
[ ]

２×１

（２９）

由上式中上 Ｎ行可知：
ｖ１＝－Ａ－１１１Ａ１２ｖ２ （３０）

则下２行变为：

（Ａ２２－ＡＴ１２Ａ－１１１Ａ１２）ｖ２＝λ槇Ωｖ２ （３１）
因此可得到 ｖ２的唯一解．令

Ｊｖ２＝λｖ２ （３２）
则

Ｊ＝槇Ω－１（Ａ２２－ＡＴ１２Ａ－１１１Ａ１２）＝
Ｊ１１ Ｊ１２
Ｊ２１ Ｊ[ ]

２２
（３３）

特征值λ需满足 ｄｅｔ（Ｊ－λＩ）＝０，则：

λ
２－（Ｊ１１＋Ｊ２２）λ＋Ｊ１１Ｊ２２－Ｊ１２Ｊ２１＝０

λ的较小解为：

λｍｉｎ＝ （Ｊ１１＋Ｊ２２）－ （Ｊ１１－Ｊ２２）２＋４Ｊ１２Ｊ槡[ ]２１ ／２
（３４）

将λｍｉｎ代入到式（３２）中并令 ｖ２的第二项为１得到
ｖ２的第一项为（λｍｉｎ－Ｊ２２）／Ｊ２１，则 ｖ２为：

ｖ２＝ （λｍｉｎ－Ｊ２２）／Ｊ２１，[ ]１Ｔ （３５）
式（３５）连同式（３０）可得ＢｉａｓＲｅｄ法第一步估计结果为：

φ

１ ＝［－（Ａ－１１１Ａ１２ｖ２）Ｔ，（λｍｉｎ－Ｊ２２）／Ｊ２１］Ｔ （３６）

式（２８）中珦Ω 依赖于式（２２）下所示的珟Ｂ１，但珟Ｂ１并不可
知，在实际应用中，珟Ｂ１中的 ＴＤＯＡ真实值用其测量值来
代替，性能损失可忽略不计．ＢｉａｓＲｅｄ法仅改变了文献
［１］中算法的第一步运算，第二步与第三步过程不变．

本文所提出的偏差缩减法的处理过程总结如表 １
所示：

表１ ＢｉａｓＲｅｄ法处理过程

步骤１ 创建增广矩阵 Ａ＝［－Ｇ１，ｈ１］；

步骤２ 依据测量误差确定ΔＡ＝Ａ－Ａｏ；
步骤３ 得到约束矩阵Ω ＝Ｅ［ΔＡＴＷ１ΔＡ］，并将其分割为２×２

的块矩阵，该块矩阵只有右下角子矩阵 槇Ω为非零矩阵；
步骤４ 将 ＡＴＷ１Ａ按照Ω形式分割为：

ＡＴＷ１Ａ＝
Ａ１１ Ａ１２
ＡＴ１２ Ａ[ ]

２２

其中 Ａ２２与 槇Ω大小相同．
步骤５ 从下式求解 ｖ２：

（Ａ２２－ＡＴ１２Ａ－１１１Ａ１２）ｖ２＝λ槇Ωｖ２
步骤６ 由下式求解 ｖ１：

ｖ１＝－Ａ－１１１Ａ１２ｖ２
步骤７ 构成第一步解φ


１ 为：

φ

１ ＝［－（Ａ－１１１Ａ１２ｖ２）Ｔ，（λｍｉｎ－Ｊ２２）／Ｊ２１］Ｔ

步骤８ 继续文献［１］中的第二步与第三步得到最终定位结果．

表１中，步骤５中 ｖ２由式（３５）定义，Ｊ与λｍｉｎ分别
由式（３３），（３４）定义．

４ ＢｉａｓＲｅｄ法性能分析

本节对ＢｉａｓＲｅｄ法所得解进行二阶分析，并确定其
偏差与协方差矩阵，该分析假设误差强度不高并且信

号源离感知节点距离不很近，首先需要保证高于二阶

的误差项可忽略不计，其次需要保证，由式（１１）定义变

０８４ 电 子 学 报 ２０１４年



量进行矩阵 Ｗ１的近似处理时，所引入的误差可忽略不
计．本文ＢｉａｓＲｅｄ法在第一步中对式（２５）进行了求解，其
解用 ｖ表示，ｖ与第一步解φ１ 的关系为

ｖ／ｖ（Ｎ＋２）＝［φＴ１ ，１］Ｔ

其中 ｖ（Ｎ＋２）为 ｖ的最后一个元素．令Δφ１ 为 Ｂｉ
ａｓＲｅｄ法第一步解φ１ 的误差．

定理１ ＢｉａｓＲｅｄ法第一步解φ１ 的偏差为：

Ｅ［Δφ１］≈Ｈ１ｍ＋Ｈ１
２Ｂｏ１Ｑｒ Ｏ

２Ｑｒ Ｂｏ１Ｑｇ／
[ ]２Ｈ１（Ｎ＋１，：）Ｔ

（３７）
定理１推导：结合下式

ΔＧ１＝
Ｏ（Ｍ－１）×Ｎ －２Δｒ
Ｏ（Ｍ－１）×Ｎ Δ

[ ]ｇ
ＢｉａｓＲｅｄ法第一步解φ１ 中误差表达式为：

Ａｖ＝［－Ｇ１，ｈ１］［φＴ１ ，１］Ｔ＝－Ｇｏ１φ１ －ΔＧ１φ１ ＋ｈ１
＝珟Ａｖ

其中

珟Ａ＝ －Ｇｏ１，ｈ１－
－２Δｒφ１（Ｎ＋１）

Δｇφ１（Ｎ＋１
[ ]{ }）

（３８）

我们通过进行一下近似来简单分析，该近似过程

同式（２５）：
ｍｉｎｉｍｉｚｉｎｇｖＴ珟ＡＴＷ１珟Ａｖ ｓｔ： ｖＴＥ［Δ珟ＡＴＷ１Δ珟Ａ］ｖ＝１

（３９）
式（３９）的解满足

（珟ＡＴＷ１珟Ａ）ｖ＝λＥ［Δ珟ＡＴＷ１Δ珟Ａ］ｖ （４０）
其中λ为ｖＴ珟ＡＴＷ１珟Ａ的最小值．下面通过得到Δ珟Ａ来
继续分析，并由式（４０）推导 ｖ特性．
Δ珟Ａ＝珟Ａ－珟Ａｏ，其中珟Ａｏ＝［－Ｇｏ１，ｈｏ１］，ｈ１如式（１０）所

示，因此

ｈ１＝ｈｏ１＋
珟Ｂ１Δｒ

Δ
[ ]ｒ ＋Δｒ⊙

Δｒ
Ｏ（Ｍ－１）[ ]

×１
（４１）

因此由式（３８），（４１）可得：

Δ珟Ａ＝ Ｏ２（Ｍ－１）（Ｎ－１），
珟Ｂ１Δｒ

Δ
[ ]ｒ ＋Δｒ⊙

Δｒ
Ｏ（Ｍ－１）[ ]{

×１

－
－２Δｒφ１（Ｎ＋１）

Δｇφ１（Ｎ＋１
[ ] }）

式（３９）的约束矩阵简化为：

Ｅ［Δ珟ＡＴＷ１Δ珟Ａ］＝
Ｏ（Ｎ－１）×（Ｎ－１） Ｏ（Ｎ－１）×１
Ｏ１×（Ｎ－１） ［］[ ]

１×１
（４２）

其中［］１×１为标量，其取值与分析无关．
由式（３８）得到珟ＡＴＷ１珟Ａ的分割形式：
珟ＡＴＷ１珟Ａ＝

ＧｏＴ１Ｗ１Ｇｏ１ －ＧｏＴ１Ｗ１ ｈ１－( )Ｌ

－ ｈ１－( )Ｌ ＴＷ１Ｇｏ１ ｈ１－( )Ｌ ＴＷ１ ｈ１－( )[ ]Ｌ
（４３）

其中，Ｌ＝
－２Δｒφ１（Ｎ＋１）

Δｇφ１（Ｎ＋１
[ ]

）

将式（４２）、（４３）代入到式（４０）中，上面（Ｎ＋１）行
为：

ＧｏＴ１Ｗ１Ｇｏ１ －ＧｏＴ１Ｗ１ ｈ１－
－２Δｒφ１（Ｎ＋１）

Δｇφ１（Ｎ＋１
[ ]( )[ ]

）
ｖ

＝Ｏ（Ｎ＋１）×Ｎ
将上式除以 ｖ（Ｎ＋２）并由 ｖ／ｖ（Ｎ＋２）＝

［φ
Ｔ
１ ，１］Ｔ得：

（ＧｏＴ１Ｗ１Ｇｏ１）φ１ －ＧｏＴ１Ｗ１ ｈ１－
－２Δｒφ１（Ｎ＋１）

Δｇφ１（Ｎ＋１
[ ]( )）

＝Ｏ

（４４）
由式（４１）及 ｈｏ１＝Ｇｏ１φｏ１，φｏ１（Ｎ＋１）＝ｒｏ１得：

ｈ１－
－２Δｒφ１（Ｎ＋１）

Δｇφ１（Ｎ＋１
[ ]

）

＝Ｇｏ１φｏ１＋
Ｂ１Δｒ

Δｒ－Δｇｒｏ
[ ]

１

＋Δｒ⊙
Δｒ

Ｏ（Ｍ－１）[ ]
×１
－
Ｏ（Ｍ－１）×Ｎ －２Δｒ
Ｏ（Ｍ－１）×Ｎ Δ

[ ]ｇ Δφ

１

因此，式（４４）变为：

Ｇｏ１＋
Ｏ（Ｍ－１）×Ｎ －２Δｒ
Ｏ（Ｍ－１）×Ｎ Δ

[ ]{ }ｇ Δφ

１

＝
Ｂ１Δｒ

Δｒ－Δｇｒｏ
[ ]

１
＋Δｒ⊙

Δｒ
Ｏ（Ｍ－１）[ ]

×１

左右两边同乘以 Ｈ１得到：

Ｉ＋
Ｏ（Ｍ－１）×Ｎ －２Ｈ１Δｒ
Ｏ（Ｍ－１）×Ｎ Ｈ１Δ

[ ]{ }ｇ Δφ

１

＝Ｈ１
Ｂ１Δｒ

Δｒ－Δｇｒｏ
[ ]

１
＋Δｒ⊙

Δｒ
Ｏ（Ｍ－１）[ ]{ }

×１

当误差强度不是很大时有：

Ｉ＋
Ｏ（Ｍ－１）×Ｎ －２Ｈ１Δｒ
Ｏ（Ｍ－１）×Ｎ Ｈ１Δ

[ ]{ }ｇ

－１

≈Ｉ－
Ｏ（Ｍ－１）×Ｎ －２Ｈ１Δｒ
Ｏ（Ｍ－１）×Ｎ Ｈ１Δ

[ ]ｇ
因此

Δφ

１≈Ｈ１Ｒ＋Ｈ１Δｒ⊙

Δｒ
Ｏ（Ｍ－１）[ ]{ }

×１
－ＶＨ１Ｒ（４５）

其中

Ｖ＝
Ｏ（Ｍ－１）×Ｎ －２Ｈ１Δｒ
Ｏ（Ｍ－１）×Ｎ Ｈ１Δ

[ ]ｇ
，Ｒ＝

Ｂ１Δｒ

Δｒ－Δｇｒｏ
[ ]

１
．
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对上式（４５）取期望得到偏差如定理１中式（３７）所
示．

定理２ ＢｉａｓＲｅｄ法第一步解φ１ 的协方差为：
Ｅ［Δφ１ΔφＴ１ ］≈Ｇｏ－１１ Ｗ－１１ Ｇｏ－Ｔ１ ＝（ＧｏＴ１Ｗ１Ｇｏ１）－１

（４６）
定理２推导：ＢｉａｓＲｅｄ法第一步解φ１ 的误差中，若

只保留一阶误差，则Δφ

１ 的协方差为：

Ｅ［Δφ１ΔφＴ１ ］≈Ｈ１
Ｂ１ＱｒＢＴ１ Ｂ１Ｑｒ
ＱｒＢＴ１ Ｑｒ＋ｒｏ２１Ｑ

[ ]
ｇ
ＨＴ１

结合

Ｈ１＝Ｇｏ－１１ ，Ｗ－１１ ＝
Ｂｏ１ＱｒＢｏＴ１ Ｂｏ１Ｑｒ
ＱｒＢｏＴ１ Ｑｒ＋ｒｏ２１Ｑ

[ ]
ｇ

得到φ

１ 的协方差如定理４中式（４６）所示．

至此，我们得到了 ＢｉａｓＲｅｄ法的φ１ 偏差如定理 １
所示，将其与文献［１］中原始代数闭式解偏差进行对
比，ＢｉａｓＲｅｄ法没有由 ｈ１与 Ｇ１之间的误差相关性所引
入的偏差部分．由定理２所表示的 ＢｉａｓＲｅｄ法φ１ 的误
差协方差可知，本文所提出 ＢｉａｓＲｅｄ法没有增大φ１的
协方差矩阵，该协方差矩阵与原始闭式解的协方差矩

阵相同．式（４６）表示的协方差矩阵证明本文算法在高斯
噪声较小，且信号源距离感知节点不是很近的情况下

可达到 ＣＲＬＢ．

５ 性能仿真及分析

本文针对所提出基于 ＴＤＯＡ与 ＧＲＯＡ信号源被动
定位偏差消除算法，在以下情况下进行仿真与分析：

（１）本文算法定位结果的偏差 Ｂｉａｓ（ｕ）随信噪比
（ＳＮＲ）变化情况；

（２）定位结果的偏差随信号源与节点阵列间距离
系数变化情况；

设置仿真运行次数 Ｌ＝１００００次，衡量定位精度的

定位偏差表示为Ｂｉａｓ（ｕ）＝ ∑
Ｌ

ｌ＝１
（ｕ（ｌ）－ｕｏ

 

） ／Ｌ，本文

提出的ＢｉａｓＳｕｂ（ＢＳＭ）法与 ＢｉａｓＲｅｄ（ＢＲＭ）法按照第３节
所描述过程执行．另外，偏差表达式与约束矩阵中的所
有真实值均由其对应测量误差值替代．为便于比较，本
文所有仿真所使用的节点阵列几何位置分布，与文献

［１］中完全相同，共有６个独立分布节点，其真实位置确
切可知，以节点１为参考节点，分布情况如表２所示．

表２ 节点阵列位置分布表，单位：ｍ

节点号码．ｉ ｘｓ，ｉ ｙｓ，ｉ ｚｓ，ｉ 节点号码．ｉｘｓ，ｉ ｙｓ，ｉ ｚｓ，ｉ

１ ０ ０ １００ ４ ３５０ ２００ １００

２ ４００ ０ ０ ５ －１００ －１００ －１００

３ ０ ５００ ０ ６ １２０ １４０ １５０

所有仿真中，仅针对单个固定信号源进行定位处

理，其真实位置为 ｕｏ＝［５００，６５０，５５０］Ｔ，节点阵列与信
号源位置分布示意图如图１所示；ＴＤＯＡ测量值、ＧＲＯＡ
测量值分别通过在其真实值中添加协方差矩阵为 Ｑｒ＝
ｃ２－１

ｒ，Ｑｇ＝－１
ｇ 的零均值高斯误差生成；信号带宽ω

与观测时间 Ｔ的设置，使得总采样点数为 Ｔω／π＝
２０００００点，其中ω／π为以 Ｈｚ为单位的采样频率．同文
献［１］，在此设置带 宽因 子 ｃ／ω ＝８０ｍ，即 ω ＝
３７５００００Ｈｚ，则 Ｔ＝０．１６８ｓ．

５１ Ｂｉａｓ（ｕ）随信噪比（ＳＮＲ）变化情况
针对单信号源进行３Ｄ定位时，本文首先仿真分析

所提ＢｉａｓＲｅｄ法和 ＢｉａｓＳｕｂ法，定位偏差 Ｂｉａｓ（ｕ）随信噪
比 ＳＮＲ变化情况如图２所示．

图中虚线表示 ＷＭＬＳ算法偏差 Ｂｉａｓ（ｕ）的理论值，
同样，除 ＢｉａｓＲｅｄ法和 ＢｉａｓＳｕｂ法外，图中还给出了文献
［１］中加权最小二乘估计（ＷＭＬＳ）算法与最大似然估计
（ＭＬＥ）算法的定位偏差 Ｂｉａｓ（ｕ）曲线；ＷＭＬＳ算法仿真
结果对比其理论值曲线存在约 ６ｄＢ性能误差；ＢｉａｓＲｅｄ
法，ＢｉａｓＳｕｂ法与ＭＬＥ算法偏差性能大大优于 ＷＭＬＳ，当
ＳＮＲ－１０ｄＢ时，ＢｉａｓＳｕｂ对比 ＷＭＬＳ有约１５ｄＢ性能提
升，ＢｉａｓＲｅｄ与 ＭＬＥ对比 ＷＭＬＳ有约２０ｄＢ性能提升；对
比ＭＬＥ，ＢｉａｓＲｅｄ可在 ＳＮＲ －１０ｄＢ时，保持与 ＭＬＥ相
同的定位偏差性能；如图所示，虽然 ＢｉａｓＳｕｂ对比
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ＷＭＬＳ，其定位偏差性能也有较大提升，但该方法需要
确切可知 ＴＤＯＡ协方差矩阵 Ｑｒ与 ＧＲＯＡ协方差矩阵
Ｑｇ信息，而 ＢｉａｓＲｅｄ仅需要知道它们的矩阵结构，Ｂｉ
ａｓＲｅｄ更加实用．
５２ Ｂｉａｓ（ｕ）随距离系数α变化情况

文进行算法推导时，均假设信号源距离节点都不

是很近，在此仿真分析在信号源与节点阵列之间距离

变化时，不同算法 Ｂｉａｓ（ｕ）随距离系数α变化情况，信
号源新坐标用 ｕ′＝α·ｕｏ表示，通过变化α来改变信号
源与节点阵列之间的距离，在此α＝［０１：２］．图３给出
ＳＮＲ＝－５ｄＢ时定位偏差 Ｂｉａｓ（ｕ）随距离系数α变化性
能曲线图．同 ５１节，在此给出了 ＢｉａｓＲｅｄ法，ＢｉａｓＳｕｂ
法，ＭＬＥ算法，ＷＭＬＳ算法等不同算法的性能曲线．

如上图３所示，所有方法的定位偏差 Ｂｉａｓ（ｕ）均随
着信号源与节点阵列之间距离的增大而增大，ＢｉａｓＲｅｄ
与ＢｉａｓＳｕｂ对比ＷＭＬＳ具有较小的偏差Ｂｉａｓ（ｕ），但由图
３可知，当距离系数较小，使得信号源ｕ′距离节点阵列
非常近，或者进入到阵列内部时，ＢｉａｓＲｅｄ与 ＢｉａｓＳｕｂ性
能恶化，其偏差优化不明显；对比 ＭＬＥ，ＢｉａｓＲｅｄ可在α
＝［０．１：２］时，保持与ＭＬＥ相同的定位偏差性能与均方
误差性能．

６ 结论

本文研究了两种用来消除基于 ＴＤＯＡ与 ＧＲＯＡ信
号源定位的ＷＭＬＳ闭式解算法［１］偏差的方法，第一种
ＢｉａｓＳｕｂ法直接从 ＷＭＬＳ闭式解中减去期望偏差，第二
种ＢｉａｓＲｅｄ法通过增广参数空间并通过二次约束来减
小偏差，ＢｉａｓＲｅｄ法的偏差非常接近 ＭＬＥ算法，ＭＬＥ算
法的偏差是由定位问题自身的非线性特性决定的；理

论分析与计算机仿真证明，在误差强度较低，信号源距

离节点阵列不很近的情况下，两种方法均可有效消除

定位偏差，并可达到 ＣＲＬＢ定位性能，两方法均优于
ＷＭＬＳ原始算法；ＢｉａｓＳｕｂ法需要确切可知 ＴＤＯＡ协方差
矩阵与ＧＲＯＡ协方差矩阵来消减偏差，而 ＢｉａｓＲｅｄ法仅
需要知道两协方差矩阵的结构；两种方法仍然保持闭

式解特性，且计算复杂度较低，不需要多次搜索便可实

现，在 ＵＷＢ定位或信号源跟踪等偏差较大应用中，本
文所提两方法有较好的实用价值．
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